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Актуальность темы исследования. В последние годы в области 

численного моделирования и вычислительной математики наблюдается 
значительный рост интереса к методам генерации адаптивных сеток 
(adaptive mesh/grid). Эта тенденция тесно связана с необходимостью 
моделирования многомерных физических процессов с высокой точностью 
и эффективным использованием вычислительных ресурсов. Непостоянство 
вычислительной сетки в сложных геометриях, в граничных слоях, а также 
в областях, где наблюдаются локализованные явления, напрямую влияет на 
качество решения. Традиционные равномерные сетки требуют увеличения 
размера сетки по всей области для достижения высокой точности, что, 
особенно в многомерных задачах, приводит к резкому росту числа узлов, 
увеличению времени расчета и неэффективному использованию памяти. 
Такой подход вызывает избыточные вычисления, когда высокая точность 
требуется лишь в ограниченных областях. Адаптивные сетки, напротив, 
позволяют эффективно распределять вычислительные ресурсы и 
оптимизировать нагрузку. В таких случаях адаптивные сетки выступают 
как высокоэффективный инструмент, обеспечивающий плотность узлов, 
соответствующую особенностям решения. 

Основная цель процесса генерации сетки – автоматическое 
определение распределения узлов, адаптированного к физической или 
геометрической сложности. Традиционные подходы (итерационные 
методы на основе разностных схем) хотя и точны и надежны, имеют 
ограничения в отношении задания граничных условий, описания 
многомерных геометрий и контроля динамики адаптации. Кроме того, для 
дифференциальных уравнений, не имеющих аналитического решения, 
задача эффективной генерации сетки до сих пор остается нерешённой 
научно-практической проблемой. 

В этой работе методы нейронных сетей, основанные на физике 
(Physics-Informed Neural Networks, PINN), предлагаются как новая научная 
парадигма. Особенность метода PINN заключается в том, что он отображает 
координаты расчетной области через нейронные сети и включает 
дифференциальные характеристики задачи в функцию потерь, что 
позволяет одновременно удовлетворять дифференциальным уравнениям и 
граничным условиям, обеспечивая самостоятельную адаптацию процесса 
обучения. 



Однако классический метод PINN также имеет недостатки: неточная 
реализация граничных условий, ограниченная локализованная адаптация и 
неполное использование гибкости архитектуры нейросети. В связи с этим в 
данной работе предлагается модифицированная архитектура PINN 
(MPINN), в которой граничные условия внедряются непосредственно на 
уровне архитектуры сети, а процесс адаптации локализуется с помощью 
специальных маска-функций. Такой подход направлен на устранение 
слабых сторон классического PINN и повышение качества адаптации. 

Актуальность данной диссертационной работы заключается в 
предложении нового эффективного метода генерации адаптивных сеток с 
использованием PINN и MPINN при решении уравнений диффузионного 
типа. Этот метод особенно важен для задач с отсутствием аналитического 
решения и сложной геометрией, где требуется повышение точности 
расчётов и снижение вычислительных затрат. Кроме того, предложенный 
метод адаптирован для применения в расчетных областях различной 
размерности, что делает его универсальным инструментом для научных и 
инженерных задач. 

Цель диссертационной работы – разработка методов генерации 
адаптивных структурированных сеток с помощью нейронных сетей, 
основанных на физике (PINN), в одно- и двумерных расчетных областях с 
точным соблюдением граничных условий. 

Задачи исследования 
1. Провести обзор применения PINN в задачах построения сеток. 
2. Реализовать численное решение модели построения адаптивной 
сетки на основе одномерного и двумерного уравнения диффузии. 
3. Применить метод PINN для генерации адаптивной сетки. 
4. Реализовать классический и модифицированный методы PINN для 
обеспечения соблюдения граничных условий. 
5. Сравнить и проанализировать результаты. 

Объект исследования – задачи на основе одномерных и двумерных 
дифференциальных уравнений, требующие генерации адаптивной сетки. 
Характерной особенностью этих задач является резкое изменение или 
локализация решения в определённых областях, а также влияние точности 
выполнения граничных условий на качество решения. 

Предмет исследования – методология применения нейронных сетей 
(PINN и MPINN) для построения адаптированных координатных систем 
при решении уравнений диффузионного типа, а также их архитектурная 
структура, алгоритмы обучения, функции потерь и численная оценка 
качества адаптации. 

Научная новизна 
- Впервые реализована генерация адаптивной сетки на основе 

уравнения диффузии с использованием метода PINN, при этом процесс 
адаптации сетки управляется дифференциальными уравнениями. 



- Совпадение границ сеточных узлов с расчетной областью 
обеспечено модифицированным методом MPINN, что позволяет строго 
соблюдать граничные условия при адаптации сетки. 

Основные положения, выносимые на защиту 
Для генерации одномерной адаптивной расчетной сетки, основанной 

на уравнении диффузии, предложен метод PINN, решение которого с 
высокой точностью совпадает с аналитическим решением. В ходе 
исследования результаты PINN сравнивались с тестовой задачей, имеющей 
аналитическое решение, и максимальное отклонение узлов составило 
5 ∙ 10−5, что свидетельствует о высокой точности построенной адаптивной 
сетки. 

Путем модификации классического метода PINN (MPINN) 
предложен способ обеспечения неподвижности граничных узлов расчетной 
сетки. В новой архитектуре граничные условия закрепляются 
непосредственно в нейросети с помощью маска-функции, что 
предотвращает смещение граничных точек в процессе вычислений и 
повышает устойчивость адаптации. 

Теоретическая и практическая значимость исследования 
Теоретическая значимость работы заключается в объединении 

уравнений диффузии и метода PINN при построении адаптивных 
вычислительных сеток, а также в предложении MPINN-модели, 
выполняющей граничные условия на уровне архитектуры. Практическая 
значимость – в применимости метода MPINN для генерации адаптивных 
сеток. Метод позволяет эффективно использовать вычислительные 
ресурсы, повышает точность и устойчивость в сложных задачах и может 
применяться в практических задачах численного моделирования. 

Достоверность научных результатов 
Достоверность полученных результатов подтверждается 

теоретическим обоснованием предложенных методов, сопоставлением 
численных результатов с аналитическими решениями, а также 
сравнительным анализом моделей. Эффективность архитектуры MPINN 
оценивалась по RMSE, максимальному отклонению и уровню соблюдения 
граничных условий. Стабильность результатов проверялась серией 
вычислительных экспериментов при различных начальных параметрах, 
конфигурациях нейросетей и условиях сходимости. 

Структура и краткое содержание работы 
Диссертационная работа состоит из введения, четырех основных 

разделов, заключения и списка использованных источников. 
Общий объем работы – 73 страниц, включая 41 рисунок, 8 таблиц и 54 
формулы. 

Во введении обоснована актуальность темы, изложены цели, задачи, 
научная новизна и структура работы. 



В первом разделе приведён подробный обзор отечественных и 
зарубежных исследований, посвящённых построению адаптивных 
вычислительных сеток и областям их применения. 

Рассмотрены теоретические основы, типология и методы генерации 
адаптивных сеток, а также особенности их применения для решения 
дифференциальных уравнений. 

Описаны физически-информированные нейронные сети (PINN), 
функции управления плотностью сетки и роль маска-функции ADF в 
генерации адаптивных сеток. 

На основе проведенного обзора обоснована актуальность 
направления и преимущества метода PINN, сформирована теоретико-
методологическая основа диссертационной работы. 

Во втором разделе изложены теоретические основы генерации 
адаптивных сеток, уравнение диффузии и его применение в одномерных 
задачах, даны характеристики граничных условий и функций управления 
(control functions). 

Также описана постановка двумерных уравнений адаптации и 
критерии оценки качества сетки. 

В третьем разделе представлена методология исследования: 
сравнение разностных и PINN-методов, описание архитектур PINN и 
MPINN, алгоритмы обучения нейросетей, способы мягкого и жёсткого 
введения граничных условий и модельная концепция адаптации на основе 
маска-функций. 

В четвёртом разделе проведен анализ полученных результатов. 
Приведено сравнение аналитических и численных решений для одно- и 
двумерных задач, оценено качество адаптации по RMSE и максимальным 
отклонениям, определены преимущества и ограничения методов PINN и 
MPINN. 

В заключении обобщены основные результаты работы, описано их 
научное и практическое значение, а также предложены направления для 
дальнейших исследований. 

Публикации по результатам исследования 
По теме диссертации опубликовано 7 печатных работ, включая: 4 

статьи в изданиях, рекомендованных ККСОН МОН РК, 2 статьи в 
рецензируемых журналах, входящих в международные базы цитирования 
Web of Science и/или SCOPUS, 1 работа в материалах международных 
конференций. 

 
– Turar, O., Mustafin, M., & Akhmed-Zaki, D. (2025). Adaptive Grid 

Generation by Solving One-Dimensional Diffusion Equation Using Physics-
Informed Neural Networks. Algorithms, 18(6), 334. 
https://doi.org/10.3390/a18060334 

https://doi.org/10.3390/a18060334


– Matkerim, B.; Mukhanbet, A.; Kassymbek, N.; Daribayev, B.; Mustafin, 
M.; Imankulov, T. Machine Learning Analysis Using the Black Oil Model and 
Parallel Algorithms in Oil Recovery Forecasting. Algorithms 2024, 17, 354. 
https://doi.org/10.3390/a17080354 

– Visualization for Geo-Models on Mobile Devices and Desktop Systems 
with Ray Tracing GPUs // 17th European Conference on the Mathematics of Oil 
Recovery, ECMOR. – 2020. P. 1-11. 

– М. Б.Мустафин, О. Н. Тұрар, Д. Ж. Ахмед-Заки Тестирование 
визуализации vulkan для геомоделей  на системах с графическими 
процессорами для трассировки лучей \ ВЕСТНИК Национальной 
инженерной академии Республики Казахстан № 3 (77). – 2020. С. 50-60. 

– Мустафин М. Б., Махмут Е. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИ 
ЭФФЕКТИВНОСТИ ИСПОЛЬОВАНИЯ ГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЦЕССОРОВ В МАШИННОМ ОБУЧЕНИИ. Вестник Национальной 
инженерной академии Республики Казахстан. 2024. № 4 (94) c. 136-146. 

– Mustafin.M.B., Akhmed-Zaki D.Zh., Turar O.N. Application of Vulkan 
technology for 3D Visualization of large computing data which change over the 
time. Вестник КазНУ. № 2(102), 2019. -С. 46-55. 

– N.M. Kassymbek, M.B. Mustafin, D.Zh. Akhmed-Zaki. Optimization of 
the program for solving oil displacement problem. Bulletin of L.N. Gumilyov 
Eurasian National University. – 2019. №2 (127). - P. 40 -48. 

https://doi.org/10.3390/a17080354


<<

  /ASCII85EncodePages false

  /AllowTransparency false

  /AutoPositionEPSFiles true

  /AutoRotatePages /None

  /Binding /Left

  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)

  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)

  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /CannotEmbedFontPolicy /Error

  /CompatibilityLevel 1.4

  /CompressObjects /Tags

  /CompressPages true

  /ConvertImagesToIndexed true

  /PassThroughJPEGImages true

  /CreateJobTicket false

  /DefaultRenderingIntent /Default

  /DetectBlends true

  /DetectCurves 0.0000

  /ColorConversionStrategy /CMYK

  /DoThumbnails false

  /EmbedAllFonts true

  /EmbedOpenType false

  /ParseICCProfilesInComments true

  /EmbedJobOptions true

  /DSCReportingLevel 0

  /EmitDSCWarnings false

  /EndPage -1

  /ImageMemory 1048576

  /LockDistillerParams false

  /MaxSubsetPct 100

  /Optimize true

  /OPM 1

  /ParseDSCComments true

  /ParseDSCCommentsForDocInfo true

  /PreserveCopyPage true

  /PreserveDICMYKValues true

  /PreserveEPSInfo true

  /PreserveFlatness true

  /PreserveHalftoneInfo false

  /PreserveOPIComments true

  /PreserveOverprintSettings true

  /StartPage 1

  /SubsetFonts true

  /TransferFunctionInfo /Apply

  /UCRandBGInfo /Preserve

  /UsePrologue false

  /ColorSettingsFile ()

  /AlwaysEmbed [ true

  ]

  /NeverEmbed [ true

  ]

  /AntiAliasColorImages false

  /CropColorImages true

  /ColorImageMinResolution 300

  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK

  /DownsampleColorImages true

  /ColorImageDownsampleType /Bicubic

  /ColorImageResolution 300

  /ColorImageDepth -1

  /ColorImageMinDownsampleDepth 1

  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeColorImages true

  /ColorImageFilter /DCTEncode

  /AutoFilterColorImages true

  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG

  /ColorACSImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /ColorImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /JPEG2000ColorACSImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /JPEG2000ColorImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /AntiAliasGrayImages false

  /CropGrayImages true

  /GrayImageMinResolution 300

  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK

  /DownsampleGrayImages true

  /GrayImageDownsampleType /Bicubic

  /GrayImageResolution 300

  /GrayImageDepth -1

  /GrayImageMinDownsampleDepth 2

  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeGrayImages true

  /GrayImageFilter /DCTEncode

  /AutoFilterGrayImages true

  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG

  /GrayACSImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /GrayImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /JPEG2000GrayACSImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /JPEG2000GrayImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /AntiAliasMonoImages false

  /CropMonoImages true

  /MonoImageMinResolution 1200

  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK

  /DownsampleMonoImages true

  /MonoImageDownsampleType /Bicubic

  /MonoImageResolution 1200

  /MonoImageDepth -1

  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeMonoImages true

  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode

  /MonoImageDict <<

    /K -1

  >>

  /AllowPSXObjects false

  /CheckCompliance [

    /None

  ]

  /PDFX1aCheck false

  /PDFX3Check false

  /PDFXCompliantPDFOnly false

  /PDFXNoTrimBoxError true

  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [

    0.00000

    0.00000

    0.00000

    0.00000

  ]

  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true

  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [

    0.00000

    0.00000

    0.00000

    0.00000

  ]

  /PDFXOutputIntentProfile ()

  /PDFXOutputConditionIdentifier ()

  /PDFXOutputCondition ()

  /PDFXRegistryName ()

  /PDFXTrapped /False



  /CreateJDFFile false

  /Description <<



    /BGR <>

    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>

    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>

    /CZE <>

    /DAN <>

    /DEU <>

    /ESP <>

    /ETI <>

    /FRA <>

    /GRE <>



    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)

    /HUN <>

    /ITA <>

    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>

    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>

    /LTH <>

    /LVI <>

    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)

    /NOR <>

    /POL <>

    /PTB <>

    /RUM <>

    /RUS <>

    /SKY <>

    /SLV <>

    /SUO <>

    /SVE <>

    /TUR <>

    /UKR <>

    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)

  >>

  /Namespace [

    (Adobe)

    (Common)

    (1.0)

  ]

  /OtherNamespaces [

    <<

      /AsReaderSpreads false

      /CropImagesToFrames true

      /ErrorControl /WarnAndContinue

      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false

      /IncludeGuidesGrids false

      /IncludeNonPrinting false

      /IncludeSlug false

      /Namespace [

        (Adobe)

        (InDesign)

        (4.0)

      ]

      /OmitPlacedBitmaps false

      /OmitPlacedEPS false

      /OmitPlacedPDF false

      /SimulateOverprint /Legacy

    >>

    <<

      /AddBleedMarks false

      /AddColorBars false

      /AddCropMarks false

      /AddPageInfo false

      /AddRegMarks false

      /ConvertColors /ConvertToCMYK

      /DestinationProfileName ()

      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK

      /Downsample16BitImages true

      /FlattenerPreset <<

        /PresetSelector /MediumResolution

      >>

      /FormElements false

      /GenerateStructure false

      /IncludeBookmarks false

      /IncludeHyperlinks false

      /IncludeInteractive false

      /IncludeLayers false

      /IncludeProfiles false

      /MultimediaHandling /UseObjectSettings

      /Namespace [

        (Adobe)

        (CreativeSuite)

        (2.0)

      ]

      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK

      /PreserveEditing true

      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged

      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile

      /UseDocumentBleed false

    >>

  ]

>> setdistillerparams

<<

  /HWResolution [2400 2400]

  /PageSize [612.000 792.000]

>> setpagedevice



